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Аннотация: В широкополосных системах передачи информации используются 
шумоподобные сигналы, полученные на основе псевдослучайных последовательно-
стей. Наибольшее распространение получили М-последовательности, которые 
имеют хорошие корреляционные свойства. Однако М-последовательности не 
являются ортогональными. В настоящей работе обосновывается методика со-
здания ортогональных базисов на основе М-последовательностей. Доказываются 
две теоремы о линейной независимости функций, полученных путем циклического 
сдвига некоторой исходной дискретной функции. Для ортогонализации М-
последовательностей используется метод ортогонализации, состоящий в опре-
делении веса ортогональности линейно независимых функций.  

Ключевые слова: широкополосные системы связи, шумоподобные сигналы, М-

последовательность, ортогональные функции, вес ортогональности. 
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Abstract: Broadband data transmission systems are used noise-like signals derived 

from pseudorandom sequences. The most widely used m-sequences have good correla-

tion properties. However, M-sequences are not orthogonal sequences. In this work the 

methods of creation of orthogonal bases on the basis of M-sequences are proved. Two 

theorems on the linear independence of the functions obtained by cyclic shift of some of 

the original discrete functions are provide. For orthogonalization of M-sequences, the 

method of orthogonalization is used, which consists in determining the weight of or-

thogonality of linearly independent functions. 

Keywords: broadband communication systems, noise-like signals,M-sequence, orthogo-
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1. Введение 
 

В широкополосных системах передачи информации используются 

шумоподобные сигналы (ШПС). Наибольший интерес представляют 

ШПС, сформированные на основе псевдослучайных последовательностей 

(ПСП). В силу простоты реализации и хороших корреляционных свойств 

широкое применение нашли М-последовательности. 

Напомним, что формируются М-последовательности с помощью 

линейных переключающих схем на основе сдвигающих регистров. При 

этом, если применяется регистр с k разрядами, а в М-последовательности 

используются p различных видов импульсов (отличающихся, например, 

фазами), то длина М-последовательности равна 1kp . 

mailto:degtyaryov1966@yandex.ru
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Все множество М-последовательностей, соответствующих одному 

образующему полиному, получается с помощью одного цифрового авто-

мата. М-последовательности, принадлежащие одному множеству, являют-

ся циклически смещенными друг относительно друга. 

Отметим, что сумма по модулю числа p двух М-последовательностей 

одного множества, является М-последовательностью, того же множества. 

Кроме того, произведение двух двоичных М-последовательностей явля-

ется М-последовательностью того же множества, умноженной на минус 

единицу. 

Существенным недостатком М-последовательностей является от-

сутствие ортогональности, наличие которой позволило бы упростить тех-

ническую реализацию приемных устройств систем передачи информации 

и устранить межсимвольную интерференцию, возникающую при демоду-

ляции сигналов.  
Целью настоящей работы является разработка методики создания 

ортогональных базисов на основе ПСП. 

 

2. Обоснование разрабатываемой методики 
 

Теорема 1. М-последовательности, полученные путем циклического 

сдвига одной М-последовательности на i=1,2,3,…, 2kp  позиций (p и k 

некоторые целые числа), являются линейно независимыми [1]. 

Доказательство: Зададим некоторую М-последовательность. Путем 

циклического сдвига этой М-последовательности на i=1,2,3,…, 2kp  по-

зиций получим остальные 2kp
 

М-последовательности. Составим из 

значений всех полученных функций квадратную матрицу размерностью 

)1()1(  kk pp . Строки и столбцы этой матрицы являются линейно неза-

висимыми, так как все они получаются друг из друга с помощью нелиней-

ной операции суммирования по модулю числа p. Таким образом, опреде-

литель этой матрицы не равен нулю. Следовательно, М-

последовательности, полученные путем циклического сдвига одной М-

последовательности на i=1,2,3,…, 2kp  позиций (p и k некоторые целые 

числа), являются линейно независимыми.  

Теорема доказана. 

Если p=2, то приходим к двоичным М-последовательностям, кото-

рые принимают только два значения «+1» и «–1». Этот класс ПСП и со-

гласованные фильтры для них наиболее просто реализуются технически. 
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Недостатком разложения функции по М-последовательностям является 

ограничение длины разлагаемой функции. Она должна строго равняться 

1kp . Частично обойти этот недостаток можно на основе следующей 

теоремы. 

Теорема 2. Дискретные функции нечетной длины 2n+1 (n = 1, 2, 

3…), принимающие значения «–1» и «1» (положительных значений на од-

но больше, чем отрицательных), полученные путем циклического сдвига 

образующей функции на i=1,2,3,…,2n позиций являются линейно незави-

симыми. Полученные аналогичным образом дискретные функции четной 

длины 2n, (число положительных значений равно числу отрицательных 

значений) являются линейно зависимыми [1]. 

Доказательство: Зададим некоторую дискретную функцию длиной 

2n. Получим 2n-1 функцию, путем циклического сдвига заданной функции 

на 1, 2,…, 2n-1 позицию. Из значений полученных функций составим 

определитель порядка 2n. Первая строка содержит n единиц со знаком «+» 

и n единиц со знаком «-». Переставим столбцы так, чтобы в первой строке 

определителя стояло подряд n единиц со знаком «+». При этом каждая по-

следующая строка определителя может быть получена путем циклическо-

го сдвига предыдущей строки. Имеем 

 
 

..........

1...1111...111

..........

1...1111...111

1...1111...111

1 















n

n

. (1) 

Определитель (1) содержит две строки (1-ю и n+1 – ю), которые от-

личаются только знаком, следовательно, определитель равен 0. Все опре-

делители такого вида отличаются только знаком, т.е. они также равны ну-

лю. Таким образом, дискретные функции четной длины являются линейно 

зависимыми. 

Рассмотрим теперь определитель нечетного порядка (2n+1). Путем 

перестановок столбцов получим в первой строке подряд n единиц со зна-

ком «+» и n+1 единиц со знаком «-».При этом каждая последующая строка 

определителя может быть получена путем циклического сдвига предыду-

щей строки. Имеем 
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11...1111...111

...............

1...11111...111

1...11111...111

1...11111...111

...............

1...11111...111

1...11111...111

1...11111...111















. (2) 

Если все строки определителя (2) прибавить к первой строке, то в 
ней все элементы будут равны –1. Вычтем первую строку из всех осталь-
ных строк.  

Тогда определитель будет иметь следующий вид 

20...00...002...22

....................................

2...22............0002

....................................

00...002...22000

00...0002...2200

00......0002...220

111..................111 

. 

Разложим полученный определитель по элементам первого столбца 









2
12

)1(2

20...0002...22

..........

2...2200...002

2...2220...000

.........

0...0022...220

0...0002...222

1

k
k

kn
n

J
. 

Любой из определителей Jk равен нулю, так как путем перемещений 
столбцов можно из Jk получить определитель вида 
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..........

2...2220...000

..........

0...0002...222

1...1111...111 


k

J
. 

Умножая первую строку на 2 и вычитая результат из второй строки, 

получим одну из строк этого же определителя. Таким образом, в силу ли-

нейной зависимости строк определители типа Jk равны нулю, и определи-

тель n
n

2
12

2


. Знак определяется количеством перестановок столбцов, 

необходимых для того, чтобы привести определитель к виду, в котором в 

первой строке стоят подряд все единицы, а затем все «–1», а также коли-

чеством «–1» в образующей последовательности. Таким образом, дискрет-

ные функции нечетной длины являются линейно независимыми. 

Линейная независимость рассмотренных последовательностей поз-

воляет получить из них ортогональный базис с помощью процедуры орто-

гонализации Грама — Шмидта. Однако эта процедура изменяет форму 

последовательностей, а, следовательно, и их корреляционные свойства и 

свойства произведения. 

Для создания ортогонального базиса будем использовать метод ор-

тогонализации, состоящий в определении веса ортогональности линейно 

независимых функций [2]. Рассмотрим применение указанного метода для 

построения указанного базиса из двоичных М-последовательностей, при-

надлежащих одному множеству.  

Пусть двоичная М-последовательность представляет собой последо-

вательность символов 

},...,,{
210 N

xxxM  , 

вес ортогональности записывается как 

},...,,{
21 N

hhhH  , 

где 
i

h  — неизвестные значения веса. 

С учетом свойства произведения двоичных М-последовательностей 
система уравнений, позволяющая определить неизвестные 

i
h , запишется в 

виде 
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































.0...

,........................................

,0...

,0...

,...

112312

112211

1
2

12211

2
1

2
12

2
21

2
1

NNN

NNNNN

NNNN

NNNN

hxhxhxhx

hxhxhxhx

hxhxhxhx

Ehxhxhxhx

 (3) 

Первое уравнение системы (3) задает энергию М-последовательно-
стей Е. 

Система уравнений (3) содержит N неизвестных и N+1 уравнений и 
решений не имеет.  

Таким образом, прямое использование метода работы [2] не позво-
ляет получить искомый базис. 

Совместная система уравнений может быть получена двумя путями: 
— за счет исключения одного из уравнений системы (3), правая 

часть которого равна нулю; 
— путем дописывания в начало или в конец каждой М-

последовательности единицы. 
Каждый из этих путей ведет к получению неполного ортогонального 

базиса, что вызывает определенные трудности при техническом использо-
вании этого базиса. 

Так, например, в первом случае, передача информации с помощью 
М-последовательностей будет осуществляться с пониженной скоростью. 
Если алфавит сигналов, построен с помощью полного набора М-
последовательностей, то максимальная скорость передачи информации 
такими сигналами составит 

T

N
R 2

0

log
 , 

где Т — длительность сигналов алфавита. 
Исключение одного из уравнений в системе (3) приводит к сниже-

нию максимальной скорости передачи информации до величины 

T

N
R

1log
2

0


 . 

Максимальная скорость передачи информации 
1

R
 
во втором случае 

уменьшается незначительно и составляет 

n

N
T

N
R 











 exp
1

1

log
2

1
. 
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3. Методика создания ортогонального базиса 

Предлагается следующая методика создания ортогонального базиса. 

Каждую МП, полученную путем циклического сдвига исходной последо-

вательности 
0

M , допишем в начало М-последовательности еще одним 

символ 1
0
x . Система уравнений для определения координат веса примет 

вид 

 

































.0...

,........................................

,0...

,0...

,...

111200

112100

1
2

11100

2
1

2
11

2
10

2
0

NNN

NNNNN

NNNN

NNNN

hxhxhxhx

hxhxhxhx

hxhxhxhx

Ehxhxhxhx

 (4) 

Система уравнений (4) разрешима относительно 
i

h . Например, если 

исходная последовательность и ее энергия равны соответственно 

}1,1,1,1,1,1,1{
0

M , 6Å , 

То }1,1,1,1,1,1,1,1{H . 

Кроме того, из (4) следует, что сохраняется свойство произведений 

М-последовательностей.  

Предлагаемый ортогональный базис может быть сгенерирован с по-

мощью автомата формирования М-последовательностей, который содер-

жит дополнительные логические элементы, необходимые для дополнения 

М-последовательностей символом 0x .  

 

4. Заключение 

Разработанная методика получения ортогонального базиса может 

быть использована для создания алфавитов сигналов, применяемых в ши-

рокополосных системах передачи информации. 
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